Administracion

Modelo deregresion
ysus aplicaciones
en la administracion

INTRODUCCION

Los métodos estadisticos suelen constituirse en
el soporte apropiado para obtener la mejor y mas
oportuna informacién de los elementos bajo inves-
tigacion y llegar a una decision en condiciones de
riesgo e incertidumbre. Entre dichos métodos se
encuentran los referentes al estudio de los elemen-
tos mediante Modelos de Regresion. Se pretende
con este escrito proporcionar los conceptos y me-
todologia basica necesaria para examinar técnicas
que permitan ajustar una ecuacion de algun tipo al
conjunto de datos dado, con el fin de obtener una
ecuacion de prediccion razonablemente precisa y
gue proporcione un modelo tedrico que no esta
disponible.
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I- MODELO GENERAL DE
REGRESION LINEAL

Sean K + 1 variables de las cuales K son indepen-
dientes (X, X2, ..., Xk ) denominados de estimulo
y la otra variable Y dependiente o la respuesta.

la ecuacion:

Y —fe BB X B X EB X1

+ Bk Xki+ U;  para todo.

i =1, 2, .. nsellama modelo general de regre-
sion lineal, donde

.80;.81)62)' s -)6K
son constantes lineales desconocidas y cada
Bl’j: 1,2, e K

representa el cambio en la respuesta promedio para
un cambio igual a una unidad de la correspondiente
variable de prediccion X;, cuando todas las demds
estan constantes. Ademds Uy, Uy, ..., Uy son varia-
bles aleatorias no observables con valor esperado
cero y con varianza constante desconocida (Var).
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II- NOTACION MATRICIAL DEL
MODELO GENERAL DE
REGRESION LINEAL

Dada una muestra de n observaciones Y7, Ys,
., Yn, entonces el modelo genera el siguiente sis-
tema:

Il

Y1 ﬁ0+51X11+62X21+'-'+.8KXK1+U1

Il

Yz Bo +.B1X12+ﬁ2X22+---+ﬁKXK2+U2

=00 + By Xun P B X e A S e

Este sistema de n ecuaciones plantea la siguiente
forma matricial:

Y 1 X0 Xy X1 XK1 Bo U,
Yz =11 X Xy X3, XKQ B1|HU,
Yn 1 Xln xzn in XKn ﬁK Un

(nxT1) nx(K+ 1) (K+ 1) x1 (nx1)
Que puede expresarse como:

Y= X3+U

Donde:

Y = Es un vector aleatorio cuyos elementos son
observables.

X = Es una matriz de valores fijos o no aleato-
rios que en el modelo se consideran cons-
tantes o predeterminados.

3 = Es un vector de elementos constantes (esca-
lares) lineales desconocidos.

U = Es un vector de elementos independientes
no observables.

111- SOLUCION DEL MODELO GENERAL
DE REGRESION LINEAL

Para obtener los estimadores de minimos cuadra-
dos de los pardmetros 8y, 87, ..., Bk se generalizarad
un conjunto de datos consistentes en n observacio-
nes.

El método de minimos cuadrados considera la
desviacion del valor observado Y; con respecto a su
valor estimado Y; y determina los valores de 8; gque

minimizan la suma de los cuadrados de estas des-
viaciones.

Sea E; = (Y, — Bo — 81 Xy — B2 Xai — By Xii)

la iésima desviacion.

n n k
= %’;1 B Ryl — By X1 — Bk Xgi)?

i=1

es la suma de los cuadrados de los errores.

Los estimadores de minimos cuadrados de § se
obtienen diferenciando la suma de cuadrados de
los errores con respecto a cada §; en forma parcial
e igualando a cero. Al hacer las simplificaciones y
operaciones necesarias se calculan las siguientes
ecuaciones normales:

EIYV‘ = nf, + B Xy + BaZXg+ ...t Bk = Xki
=

A=}

I

XoYi=BoZXui + B, X5+ B 2X i Xy + B E XXy

B XY = Bo B Xkt + B1 ZXyXki + BaEXaiXki + ..+ B 2 Xky
i=1

Empleando la notacion matricial obtenemos:

z/\[/| n EX“ EXKi !»U
TXYa| [2Xy ZXG = X i Xki = |61
zXIK<1Y[ zxki ExiiXKi » X% BK

En la forma general queda el sistema comao:
X'Y= (X'X)8

Donde X'X es una matriz simetrica y si tiene in-
versa la solucion del modelo es:

5= (XX} (X'Y)

Que es valida para cualquier tipo de modelo li-
neal o no lineal.

IV- SUMA DE CUADRADOS

Una vez obtenida la solucion del modelo se pue-
den plantear la descomposicion de la suma de cua-
drados en términos de total, de variaciones explica-
das y variaciones no explicadas par el modelo de
regresion o debidas al error.

a. Suma de cuadrados totales (SCT)

1(Yif?)z A TR

SCT =

T =

41



b. Suma de cuadrados de las variaciones explicadas
por el modelo de regresion.
J\ e
SOEL= 2 (0 S el n e
i=1

c. Suma de cuadrados de las variaciones no explica-
das o residuales por el modelo o debidas al error.
SCR =

St =Y (XY

T s

d. Ademds se tiene que:
SEE = SEE T ER

A partir delas anteriores sumas expresadas en
notacién matricial podemos plantear una primera
parte referente a:

1. Coeficiente de Determinacion R?

Mide el porcentaje de la informacion que es ex-
plicada por el modelo de regresion. Se define co-
mo:

_ SCEy
SCT

R'Z

La prueba

Cuadrado medio explicado

Eii=
Cuadrado medio del error

Como toda hipotesis tiene gue contrastarse con
un valor tabulado, planteamos la siguiente region
critica:

P (> Fr,)=ef2

P, (F, < Fr,)=a/2

y presenta un rango de variacion dado por:
0sRIZ< 1

donde el R? permite validar el modelo de regre-
sion.

Si R? es un valor cercano a uno nos indica que el
modelo estd explicando un alto porcentaje de la in-
formacién, en caso contrario significa que la ecua-
cion de regresion utilizada no es la adecuada para la
prediccion.

2. Analisis de Varianza

Con esta prueba estadistica se quiere comprobar
si todas las variables (parametros de regresion) en
conjunto no inciden en el modelo propuesto, es de-
cir, pardmetros igual a cero, o, si inciden en forma
conjunta. Las hipotesis a probar es:

H0152262=ﬁK=0

Hy: 8, =0 paraalginj=1,2,..., K.

Para establecer la prueba estadistica empleamos
la siguiente tabla de analisis de varianza:

Si se cumple una de las anteriores condiciones,
se rechaza la hipotesis nula Hg, con un riesgo de
tipo | dado por o .

Los valores tabulados se determinaron de la si:
guiente forma para un<= = 0,05.

Fr, (Kin—(K+ 1);0,975)
Fr, (K,n— (K + 1;0,025) =

1
Fr, (n— (K +1); K; 0,975
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3. Intervalo de Confianza para Y

Se desea estimar el valor de Y dependiendo de
los valores X;, Xs, ..., Xg con un nivel alto de con-
fiabilidad. Para esto es necesario calcular el error de
la estimacién o su varianza gue corresponde al cua-
drado medio del error, obtenido en el analisis de
varianza.

El error de estimacion 9 Y/X se obtiene a partir
de la siguiente relacion:

L 1/“&
n—(K+1)

donde K +1 es el total de variables analizadas.

El intervalo de prediccion es:

A
P(YitZ CY/X)=1-a.
Dentro de un analisis de regresion también pode-
mos analizar en forma independiente el comporta-
miento de cada uno de los parametros §;.

Para esto necesitamos disefar una nueva matriz
que es la matriz de varianzas y covarianzas para los
B; que nos mide la variacion y la variacion conjunta
entre dos elementos de §;.

Por lo tanto se tiene que:

(Var — Cov) (8) = 22Y/X (X' X)!

lo cual nos da una matriz con los siguientes elemen-
tos:

8o 5, »
Bl s N (8o, Bx)

(Var — Cov) (8) = 61 Beia it 0., 8)
o O RN 3

Esta matriz es simétrica y sobre la diagonal prin-
cipal se encuentran las varianzas de los valores §; y
en las otras celdas las variaciones conjuntas o cova-
rianzas de (.

Ahora mencionamos las aplicaciones que pode-
mos obtener del empleo de esta matriz.

4.Prueba de la Hipotesis de que uno de los Parame-
tros §j es igual a cero.

Esta prueba permite comprobar en forma inde-
pendiente si una variable X; incide en forma separa-
da en el comportamiento de la variable dependien-
fie

Podemos plantear la siguiente hipotesis:

Holﬁi:O
1:61#0

Como toda prueba de hipotesis necesita una
pureba estadistica, para este caso se ha disenado la
siguiente:

Toda prueba estadistica debe contrastarse con
un valor tabulado y se ha disenado la siguiente re-
gion critica:

P (Z.> Z7) = a2

{(ZC<ZT):05/2

Para un riesgo del 5% y empleando la distribu-
cion normal con un valor Z1 = = 1,96 y teniendo
en cuenta que si se cumple una de las dos condicio-
nes anteriores se rechaza la hipdtesis nula (H;) lo
cual significa que la variable que estamos contras-
tando, si incide en el comportamiento de la varia-
ble dependiente.

5. Un Intervalo de Confianza para un Parametro de
Regresion

El intervalo que vamos a definir nos permite es-
tablecer los limites en que puede variar la contri-
bucion de una variable X; a la respuesta de una va-

riable dependiente Y con un alto grado de seguri-
dad.

P.(fi+Z %)=1-¢

Donde 8] es el valor del estimador en el modelo,

.(3, el error estandar de 6, y Z el desvio estandar de
la distribucién normal que corresponde a 1,96 para
una confiabilidad del 95%.

6. Correlacion

Otra medicion importante en el analisis de regre-
sion es la correlacion que nos permite establecer el

+
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grado de asociacién o relacion que presentan las va-
riables en forma de parejas o para cualquier con-
junto de variables.

a. Correlacion maltiple

Esta medicion permite establecer en que porcen-
taje estan asociadas las K variables independientes
y la variable dependiente Y.

Se calcula esta medida como la raiz cuadrada del
coeficiente de determinacion, es decir,

R = VRE
b. Correlacion simple R

Esta medida define el grado de relacion entre un
par de variables. Para esto se ha establecido una
matriz de correlacion R, simétrica que se presenta
en forma matricial como

B B Bk
g [ 1 Blasi Bt S Utk
8, 1
R
Bk F a(ﬁK,ﬁo} 1 ]

Para calcular esta matriz se emplea como refe-
rencia la matriz de varianzas covarianzas de ;.

* La correlacion para los parametros 8 vy B; se de-
fine como:

Cov (-GEJ 18[)

6i;65 = e e PRl

d Bi) d Bj

Estos coeficientes nos indican si en las variables
hay alta asociacion (relacion directa) o alta disocia-
cion (relacién inversa).

Ejemplo de un caso

Un analista de una compania manufacturera de-
sea explicar las variaciones que han ocurrido en el
costo de manufactura por unidad del producto (Y)
en funcion del nivel de producciéon X; como por-
centaje de la capacidad fija y un indice de los cos-
tos de mano de obra y materia prima. La informa-
cion corresponde al periodo de 12 meses del ano
1987.

Ajustaremos un modelo de la forma:

Y:Eo + 8, X + By X
[ 1 85
1 78
1 82
{ 64
1 50
1 62
] 70
1 90
1 94
1 100
1 104
1 82

1 1 1 1
Xl= 85 78 32 64
80 93 107 115

70 90 94 100
116 92 94 110

12 961
X'X = 79849

1

64516342

911973280 —4377739
31175

80
b3
107
1515
130
128
116
92
94
110
(58S
S
] 1
50 62
130 - 124
1 ]
104 82
5 117
208
102414
142777
—5144299
17449
34667
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3,65
4,22
4,29
5,43 |
6,62 [ 56,16
Y= 5,71 XY = 436821
5,09 6191,6

3,99
4,08
438
4,28
4,42

La solucién del modelo es:

3,75245] B,
B= (XX ) = 0/02945] 4 .
0,0304 | 8,

Entonces el modelo se plantea de la forma:

¥ = 375245 — 0,02945%+0.0304%,
Estos coeficientes significan:
30: 3,75, es el costo promedio de manufactura

por unidad de producto, sin tener en cuen-
ta otros indicadores.

B1= —0,02945, es la disminucion del costo al
cambiaren un puntoel nivel de produccion.

B2 = 0,0304, es el aumento del costo al cambiar
en un punto el Mndice de costos.

Una vez obtenido el modelo lo validamos por
medio del coeficiente de determinacion.

Calculamos las sumas de cuadrados y obtenemos
los siguientes datos:

2

SCT = 270,9622 — 12 ( 56{;6) = 8,1334
2

EEE = s (5—61’5@) ~ 7.4896

SCR = 270,9622 — 270,3184 = 0,6438

Por lo tanto:

Significa que el modelo explica el 92,08%, lo
cual es muy representantivo.

Para este conjunto de datos se usaron dos mode-
los adicionales que son:

Y =B Xél ng
con valores Y = 2,0354 X9:%85 xg,6118

y con R? = 83 43%

y el modelo Y = 8,87 2

convalores Y = 3,5082(0,9946)%1 (1,0066)*2

can.ume. R® »=.93.470;

locual indica que este modelo es mas representati-
vo que el encontrado en forma lineal, pero haremos
las aplicaciones con nuestro primer modelo.

Deseamos estimar el costo de manufactura para
un nivel de produccion de Xy = 70 y un indice de
costos X, = 116, con una confiabilidad del 95%.

Para esto calculamos el error estandar de la esti-
macion.

OY[X = v % = 0,2675

En base a esto obtenemos los siguientes estima-
dos

521735 + 1,96(0,2675) =
4,69305< Y < 5,74165 $

Esto nos indica que en el mes 7 los costos obser-
vados fueron de 5,09, los cuales estan dentro del
intervalo.

Ahora vamos a probar la incidencia o no que tie-
nen estos indices en conjunto con relacion al costo
de manufactura.

Planteamos nuestras hipotesis de trabajo:

Ho: 8, =8, =0

H11.81¢62‘7J:0
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Disefamos la prueba estadistica F:

La region critica estd dada por:
P, (Fc > Fy) = 0,05 donde
Fr (2;9;0,975) = 5,71

Como 52,37 es mayor que 5,71 rechazamos Hg
en forma altamente significativa, es decir, que estos
dos indices de produccion y de costo tienen mucha
importancia (Incidencia) en el costo de manufactu-
ra de una unidad de produccion.

En forma separada vamos a comprobar estos in-
dices si afectan el costo de manufactura. Emplea-
mos la matriz de varianzas covarianzas. Entonces:

% . %
vy [1,0107 —0,00485 —0,0057
(Var — Cov)g = X4 0,000035 0,000019

i 0,000038

Verifiquemos si el nivel de produccion tiene in-
cidencia en el costo o no. Planteamos las hipotesis:

Ho : 8, =0

Hy o5 =0
La prueba estadistica es:

-0,02945 — 0
/0,000035

— 4978

Como —4,978 es menor que —1,96 rechazamos
Hp en forma significativa, es decir, que el nivel de
produccion afecta de una manera representativa el
costo de manufactura,

Comprobamos para el indice de costo
Ho : 8, =0
H, :8,#0

Con prueba estadistica:

0,0304

= o TR b L
Vv0,000038

Z:

Como 4,93 es mayor que 1,96 rechazamos Hy
en forma significativa, es decir, que el nivel de cos-
tos afecta de una manera representativa el costo de
manufactura. |

También podemos analizar los cambios que
ocurren en el costo de manufactura al variar en 1
punto los indices de produccion y de costos. Para
el primero seria:

—0,02945 + 1,961/ 0,000035 =

—0,041 < 87 < -0,01785
y el otro serfa

0,0304 + 1,96/ 0,000038 = 0

0,0183 < 8, < 0,0425

Estos intervalos indican cudnto pueden aumen-
tar o disminuir por punto de indice el costo de ma-

nufactura.

Finalmente se ve el grado de correlacion de las
variables.

En conjunto estdan muy asociadas estas tres varia-
bles, o sea, el 0,9595. En forma de parejas obtene-
mos la matriz de correlacion, R,
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Y X1
N4 1 —.8154
2 = Xq 1

X2

Como vemos

YY1 X1) = 81,54% y

- 0,9198

0,521

BYXa) = - 91,98%

indican que hay un alto grado de disociacion entre
costo de manufactura y los indices de produccion
y de costos.

con este escrito se quiere demostrar las aplica-
ciones de los métodos estadisticos en el campo de
la administracion.

En otros escritos posteriores se presentaran otros
usos de los métodos estadisticos.
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