VHatematicas

Maximos y minimos
sin calculo aplicado
a la economia

RESUMEN

El articulo muestra los problemas mads sencillos
de “Maximos y Minimos sin Cdlculo”

Este tipo de problemas se presentan en ingenie-
ria, la industria, la administracién y la vida cotidia-
na, con una caracteristica en comun, no obstante
sus diferencias. Esta caracteristica, consiste en de-
terminar la forma de lograr un efecto éptimo me-
diante la seleccion de una entre varias posibilida-
des.

Estos problemas se resuelven por medio de meé-
todos de calculo diferencial, pero pueden ser cal-
culados unicamente, con la ayuda del dlgebra efe-
mental. Este es, precisamente el contenido del ar-
liculo, que propone métodos mads sencillos, sin la
aplicacion del calculo diferencial.
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1. SUMAS Y PRODUCTOS

Consideremos el problema de hallar dos nime-
ros cuya suma sea 60 y cuyo producto sea lo ma-
yor posible. La respuesta es 30 y 30. Cualquier
otro par tal como 20 y 40 tienen un producto me-
nor. Si preguntamos por tres numeros cuya suma
sea 60 y que tengan el mayor producto posible, en-
contramos que tales nameros son 20, 20 y 20. Para
cuatro numeros positivos cuya suma sea 60, el ma-
yor producto ocurre cuando los nimeros son 15,
15, 15 y 15. La idea parcce ser clara: hacer iguales
los nimeros. Este es el tema central de este articu-
lo y la idea andloga con sumas y productos inverti-
dos es otro concepto basico.

SUMAS Y PRODUCTOS INVERTIDOS

La pregunta ahora es hallar dos niumeros cuyo
producto sea 64, y cuya suma sea un minimo. La
respuesta es 8 y 8. Un momento de reflexion revela
que no se puede obtener un maximo para la suma,
ya que la suma puede hacerse tan grande como se
quicra. Por ejemplo, los nimeros 64.000 y 0.001
tienen como producto 64 y una suma modestamen-
te grande.

Una extension natural es preguntar por tres nu-
meros positivos con producto 64 y cuya suma sea
minima. La respuesta es 4, 4 y 4.

2. CUALQUIER CUADRADO
ES POSITIVO O CERO

Se puede demostrar facilmente que el cuadrado
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de cualquier namero real es positivo o cero. Mas
aun, el cuadrado es cero Sii el nimero es cero. De
estos conceptos sencillos algunos resultados basicos
se obtienen rdpidamente.

Teorema 2.1

Para cualquier constante C, el maximo valor de

CX - X?
para todo
C2
X real es —,
4
que ocurre Sii
C
e =
2

Demostracion
Esto puede verse escribiendo
C? C*

- X--) ()
4 2

CX - X* =
La cual es una identidad fdcilmente verificable.
Puesto
C 2

(X - -)
2

es positivo o cero, el mayor valor de
CX - X? esC*/4,
gue se obtiene Gnicamente en ¢l caso
X =C/2.
No existe un minimo valor de
CX - X?,
y que esta es una pardbola que abre hacia abajo.
El teorema podria haber sido enunciado con un

coeficiente mds general para X, pero tal caso es fa-
cilmente reducible a

CX - X2,
Por ejemplo, hallar el mayor valor de
24X - 4X?,
escribimos esto como
4(6X - X?)

y aplicamos ¢l teorema se observa que el maximo
ocurre en

X = 3.
Asi el maximo es 36. Ademds si se adiciona una
constante se puede determinar facilmente. Para ha-
llar e! mdximo valor de

50 + 24X - 4X?,

ignoramos la constante 50 por un momento y mi-
ramos el mayor valor de

24X - X2,

como se anotd antes, el mayor valor es 36, asi el
maximo es 86,

Otra forma de generalizar el teorema 2.1 es
enunciandolo de la forma:

El trinomio cuadratico
Y = aX? +bX +c¢

Tiene un valor extremo, que toma en

Este valor es un minimo si a > o y un maximo Si
a < 0. 5iexiste Y, noexisteY_ . yreciproca-
mente.

ax

Colorario 1

El minimo valor de

X -CXes ——
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que ocurre Sii
X =C/2.
Esto se debe a que
X? -CX

es el negativo de

CX - X2,
asi que el mayor valor de

CX - X?
y el menor valor de

X? -CX

ocurre Sii

Colorario 2
Sidos variables X Y satisfacen
X+Y= C,

producto XY es un mdximo Sii los nimeros son
iguales, es decir,

X=Y=C(/2

Demostracion
Haciendo

Y=C-X,
observamos que

XY = CX - X?,
luego el maximo ocurre cuando

X=C/2

y cuando

por lo tanto, tenemos que el maximo ocurre cuan-
,,!,
GO

X=Y=C(/2
Colorario 3
Si dos variables positivas satisfacen
XY = C,
donde C es una constante positiva, su suma
X+Y

esun minimo Sii

X =Y =+C
Demostracion
C v C
X+Y=X+-=(X- —)j+2yC (2)
X \"/X

El minimo valor de
X+Y
ocurre Si el cuadrado es cero, es decir,
VC
\/X = —
Vv X
lo cual nos da
X =+vC.
Se sigue entonces que
Y = +/C.
Ejemplo 2.1
Consideremos la suma de cualquier nimero real
positivo y su reciproco. Probar que el menor valor
de esta suma es 2.

Solucidon

Designando a X como el nimero real positivo,
queremos minimizar
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X+ —.
X
Esta es la suma de dos términos cuyo producto es
una constante

asi aplicamos el colorario 3. La suma es un minimo
cuando

1

Xy —
X

son iguales, de lo cual tenemos:

1
X=—=> X'=1=> ==> X =1
X
Donde se descarta la solucion

X=-1

ya que X es positivo. Asi el minimo de

Ejemplo 2.2

Sean a y b constantes positivas. Hallar el menor
valor de

b
ax +—
X

para todos los nimeros positivos X.

Solucion

De nuevo tenemos una suma de dos términos cu-
yo producto es una constante

b
(ax . — = ab);
X

asi podemos aplicar el colorario 3. La suma es un
minimo si los términos son iguales, es decir:

Vb

b b
Vv oa

X} = —=> X
X a

Por lo tanto el minimo valor de la suma es

2 \/él b
3. APLICACIONES GEOMETRICAS Y FISICAS

Ejemplo 3.1

Se tiene un alambre de longitud L. Debe doblar-
se este alambre para formar un rectangulo que en-
cierre la mayor drea posible. Hallar las dimensio-
nes del rectangulo.

T
X
L
—_——m—m - X —
2
Solucion

Denotando por X uno de los lados, el otro lado
es

- X

]

y el area cs

L
A= X (—=-X)
2
Este es el producto de dos factores cuya suma es
constante
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por el contrario 2, la ecuacion (1) tiene su valor
maximo cuando los dos factores sean iguates, es
decir:

Es decir, el rectdngulo resulta ser un CUADRA-
DO.

Ejemplo 3.2

De un material disponible puede construirse una
Cerca de 200 m de larga. Con esta Cerca se quiere
rodear un terreno rectangular con la mayor irea
posible, usando la pared de una fabrica como uno
de los lados del terreno. Hallar las dimensiones del
terreno.

LILLLLLLLL L1777

200 ~ zx
Solucion

Denotando por X la longitud de uno de los lados
tenemos que el tercer lado es

200 - 2X
y el area es:
A=X(200-2X) (1)
Esta ecuacion es equivalente a
A =2 (100X - X?)
y porel TRM 2.1 el mdximo de

(100X - X?)

ocurre si

Par lo tanto, tiene las dimensiones 50 en un lado
y 100 en el otro.

Observacion

Si se hubiese aplicado el Colorario 2, no se hu-
biese tenido éxito pues la suma de los factores

X y 200 -2X

no es constante. Sin embargo, podemos aplicar el
Colorario 2 haciendo el siguiente cambio:

S=2A=2X(200 - 2X)
Y este es el producto de dos factores cuya suma
es constante, por lo tanto, el maximo ocurre cuan-
do los dos factores son iguales, es decir,

2X=200-2X ==>X =50

Que coincide con el resultado anteriormente ha-
llado.

Ejemplo 3.3
En un circulo dado debe inscribirse un rectangu-

lo de drea mdxima. Hallar las dimensiones del rec-
tangulo.

2R”

Solucion
Aplicando el Teorema de Pitigoras tenemos:
Bc = [4R? - X?1" 'y el drea es:

A= X[4R? - X*1% (1)
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Como se observa para este caso no podemos apli-
car ningun Colorario pero haciendo el siguiente tru-
CO tenemos:

Y = A:‘. ____:>Y:__ X2 (4R2 _X2)

Este es el producto de dos factores cuya suma es
Constante, por lo tanto, el maximo ocurre si los
factores son iguales, es decir:

X? = 4R? - X? ==>X=+2R
Y el otro lado del rectangulo es:

BC = [4R? - X*|"*==>BC= V2R

\’;2 R

il

Luego, el rectangulo buscado es un Cuadrado.
Ejemplo 3.4
Un bugue de Vapor y un Yate salen al mismo

tiempo de los puntos Ay Cen las direcciones indi-
cadas (ver figura). Sus velocidades son

V = 40 km/h
B
Y
V.= 16km/h

respectivamente. Después de cuanto tiempo la dis-
tancia entre los dos es minima, si AC = 145 km?

C B A

]

Y
Solucion

Después de transcurridos T horas de viaje, las po-
siciones del buque y el yateson By Y.

Entonces
AB =40t km,
CY =16t km

Aplicando el Teorema de Pitagoras al ACBY te-
nemos:

BY = |CY? +CB*] ==>
BY = [(161)? + (145 - 401)21%==>
BY - (1856t - 11600t + 21025]"

Esta raiz cuadrada tiene su minimo en el maxi-
mo valor de t para el cual la expresion Subradical

X = 1856t* - 11600t + 21025

es minima, es decir, por el TRM 2.1 tenemos:

-(-11600) 11600
t = e ==t = - =>
2(1856) 3712
25 1
t =—=>t =3— h
8 8

Por lo tanto, el Vapor y el Yate quedan separa-
dos entre si a la distancia mas corta al cabo de 3
horas, 7 minutos y 30 segundos.

4. APLICACIONES A LA ECONOMIA
4.1 CONCEPTOS BASICOS

p (x) denota el precio por unidad.

R (x) = xp (x) denota el ingreso total.

C (x) denota el Costo Total, el cual esla suma
de un Costo Fijo (recursos de oficina,
impuestos estatales, etc.) mas un Costo
Variable, que depende en forma directa
de! nimero de unidades producidas por
ejemplo:

C(x) = 10.000 +45x + 100 v/x
P (x) = R (x) - C(x) = xp(x) - C{x)

denota la utilidad total, la cual es la diferencia en-
tre el ingreso total y el costo.
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dc denota el Costo Marginal, ¢l cual es el Cos-
— to Adicional cuando se aumenta ligeramen-
dx tela produccion.

ap

—— denota el Precio Marginal
dx

dR

— denota el Ingreso Marginal
dx

dp

— denota la Utilidad Marginal
dx

Ejemplo 4.1

Supongamos que

C(x)=5+16x+4x".

Encontrar el costo medio por unidad y el costo mi-

nimo y evaluarlos cuando
xg = $1000
Solucion

C(x) 5+ 16x+4x?

Costo Promedio:

X X
Cuando
X = $1000
el Costo Promedio es
$4016,005

El Costo Minimo se obtiene aplicando el TRM
2.1 es decir:

-16
X=—=-7
2(4)

Como las unidades producidas son nimeros posi-
tivos, entonces la Compaiiia debe abandonar dicha
produccion, de lo contrario sus utilidades seran mi-
nimas.

Ejemplo 4.2

Una Compania estima que puede vender 1000
unidades por semana, si pone en $3 délares el pre-
¢io unitario, pero que las Ventas Semanales subi-
rian 100 unidades por cada 10 centavos que dismi-
nuya el precio. Si x es el numero de unidades ven-
didas a la semana (x > 1000), encontrar:

a. La funcion precio, p(x).

b. El nimero de unidades y el precio correspon-
diente que maximice el ingreso semanal.

¢. El maximo ingreso semanal.
Solucion
a. (x - 1000)

p(x) = 3(0,10) = 4-0.0001x
100

b.  R(x)= xp(x)= 4x - 0.001x2
Porel TRM 2.1 el mdximo ocurre cuando
-4

- - = 2000
2(-0.001)

Es decir, cuando se venden 2000 unidades el in-
greso es maximo, este corresponde a un precio uni-
tario

p(2000) = $2 dolares.
¢. El maximo ingreso semanal es

R (2000) = $4000 délares.
Ejemplo 4.3

En la manufactura y venta de x unidades de cier-
ta mercancia la funcién Precio p y la funcién Costo
C (en dolares) estdn dados por:

p{x})=5-0.002x
C(x)=3+1.102x

Determinar el nivel de produccion que produce
la maxima utilidad total.

|
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Solucion
R(x) = xp(x) = 5x - 0.002x
P(x) = R(x) - C(x) = -3 +3,9x - 0.002x*
Por e/ TRM 2.1 la mdxima utilidad ocurre
cuando
x = ——— = 975
2(-0.002)
La maxima utilidad es
P(975)= $1898,25
Ejemplo 4.4
La Compania XYZ fabrica sillas de mimbre. Con
las maquinas actuales tiene una produccién anual
maxima de 500 unidades. Si fabrica x siilas, puede
venderlas a un precio de
p{x) = 200 - 0,15x dolares
cada una y tener un Costo Anual de

C(x) = 4000 + 6x - 0.001x? ddlares.

{Qué nivel de produccion maximiza la utilidad
total al ano?

Solucion

R(x) = xP(x) = 200x - 0.15x?

P(x) = R(x) - C(x) = 4000 + 194x - 0.149x*

Por el TRM 2.1 la maxima utilidad se obtiene
cuando;

-194
X = ——— =65]
2(-0.149)

Como la fdbrica tiene un rango de produccion de
0< x <500,
tenemos que descartar
x = 651,
por lo tanto 1os Unicos puntos extremos son
0 y 500.

Si el maximo es en 0, la Comparia debr abando-
nar el negocio cuanto antes. Pero no es asi. El ma-
ximo ocuire en 500 y la utilidad mdxima es

P(500) = $55,750.
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